MAC5711

Analise de Algoritmos

Agradeco ao Prof. Feofilof por . ~
permitir o uso de seu material. Aula 1: Introducao

2008/1

Prof. Rudini Sampaio (DC-UFC)

Paulo Feofiloff

IME, Universidade de Sao Paulo

=

CLRS: Cormen, Leiserson, Rivest, Stein

O que é AA? Um exemplo

is one characteristic that separates

the truly skilled programmers from the novices. B
With modern computing technology, A[L..n] & crescente se A[1] < --- < A[n]
you can accomplish some tasks

without knowing much about algorithms,

but with a good background in algorithms, you can do much,
much more.”
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“Uma base sdlida de conhecimento e técnica de algoritmos

€ uma das caracteristicas que separa

0 programador experiente do aprendiz.

Com a moderna tecnologia de computacao,

vocé pode realizar algumas tarefas [%

sem saber muito sobre algoritmos,

mas com um boa base em algoritmos vocé pode fazer muito,
muito mais.”
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Nota
CONSTRUÇÃO E ANÁLISE DE ALGORITMOS



Agradecimento ao Prof. Paulo Feofilof do IME-USP, que nos cedeu gentilmente esses slides.

Nota
É bem sabido que entrevistas de grandes empresas, como Google e Microsoft, focam muito em conhecimentos teóricos e que funcionários com sólidos conhecimentos teóricos conseguem subir na carreira mais facilmente.As tecnologias de computação mudam muito com o tempo e muitas empresas trabalham com linguagens de programação pouco conhecidas. Quem tem sólidos conhecimentos teóricos consegue se adaptar bem a quaisquer mudanças tecnológicas.Muitos algoritmos estudados aqui são clássicos da década de 1950, que ainda são usados porque são os melhores existentes. Por exemplo, algoritmos de menor caminho (Dijkstra e Floyd), árvore de custo mínimo (Prim e Kruskal) e etc...A teoria da Complexidade Computacional é outro exemplo de teoria clássica.É importante saber reconhecer quando um algoritmo é de tempo polinomial ou exponencial, quando um problema pode ser resolvido por uma técnica conhecida como Divisão e Conquista ou Programação Dinâmica e quando um problema tem algoritmo polinomial (Classe P) ou provavelmente não tem (Classe NP-Difícil).
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Algoritmo: Rearranja A[l..n] em ordem crescente \l Analise da correcao: O algoritmo faz o que prometeu?

ORDENA-POR-INSERCAO (A,n) e Invariante: no inicio de cada iteragao, A[l..j—1] é crescente

INSERTION-SORT
para j «— 2 até n faca
chave — A[j] Ordenacéo de cartas, recebendo

e Se vale na Gltima iteracao, o algoritmo esta correto!
uma por uma e pondo em ordem.

1
2
3 1+—j—1
4 enquanto i > 1 e A[i] > chave faca |A[1] é a 1o carta. Ndo precisa ser

. . ordenada. Por isso, j comega em 2.
5 Ali+ 1] — Ald] A[j] é a j-ésima carta recebida.
6 t—1—1
7 Ali + 1] « chave "chave" é a carta analisada no
momento atual

1 i n
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Note a documentacao

ORDENA-POR-INSERCAO (A,n) Analise do desempenho: Quanto tempo consome?

para j «— 2 até (*) n faca

chave — A[j] e Regra de trés

1

2

3 i j—1 e Regra de trés nao funciona!

4 enquanto ¢ > 1 e A[i] > chave faca e Suponha 1 unidade de tempo por linha
5

6

7

Ali + 1] — A[i]

ie—i—1 '
Ali + 1] « chave %} %] total de unidades de tempo

n
n—1

n—1

2434---+n (n—1)(n+2)/2
1424+ (n-1) n(n—1)/2
14244+ (n-1) n(n—1)/2

n—1

1 J n
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[l IAIAIA ]

IN

32,7 .
e vale na primeira iteracdo 3n° + 5n — 4 unidades de tempo

e se vale em uma iteracao, vale na seguinte



Nota
Tamanho 100 ----> Tempo T(100)
Tamanho   N  ----> Tempo T(N)

T(N) = N * T(100)/100   ????

Não necessariamente.
A função T(N) pode não ser linear.


Nota
Análise de MELHOR CASO.
Instâncias de tamanho n que levam o MENOR tempo possível.

No caso específico do Algoritmo INSERTION-SORT, é o vetor em crescente.

Linha 1 ------ Tempo    = n
Linha 2 ------ Tempo    = n − 1
Linha 3 ------ Tempo    = n − 1
Linha 4 ------ Tempo  >= n − 1
Linha 5 ------ Tempo  >= 0
Linha 6 ------ Tempo  >= 0
Linha 7 ------ Tempo  >= n − 1


Tempo de Melhor Caso  O(5n-4) = O(n).


Nota
Análise de tempo de PIOR CASO.

Instâncias de tamanho n que levam o MAIOR tempo possível.


No caso específico do Algoritmo INSERTION-SORT, é o vetor em decrescente.


Nota
9 8 7 6 5 4 3 2 1

8 9 7 6 5 4 3 2 1

7 8 9 6 5 4 3 2 1

6 7 8 9 5 4 3 2 1

5 6 7 8 9 4 3 2 1

4 5 6 7 8 9 3 2 1

3 4 5 6 7 8 9 2 1

2 3 4 5 6 7 8 9 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Nota
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9
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Nota
ALGORITMO BOBO (vetor A, inteiro n)



1. SE A[1]=0 ENTÃO

2       PARA K  <--  1 ATÉ  n FAÇA

3                 imprima *





PIOR CASO:            vetor com A[1] = 0

Tempo:     O(n)           







MELHOR CASO:      vetor com A[1] diferente de 0

Tempo:      O(1)    ---->   tempo constante
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Ordenação de cartas, recebendo uma por uma e pondo em ordem.



A[1] é a 1o carta. Não precisa ser ordenada. Por isso, j começa em 2. A[j] é a j-ésima carta recebida.



"chave" é a carta analisada no momento atual


e Algoritmo consome < 3n2+ Sn — 4 unidades de tempo

e 3 & pra valer?

N3ao, pois depende do computador

e n2 & pra valer?

Sim, pois s6 depende do algoritmo

e Queremos um resultado que s6 dependa do algoritmo

Outra tatica:
e nimero de comparagdes “A[i] > chave
<2434-4+n=3n-1)"+2) < Fn’+3in-1

e J & pra valer?

N3o, pois depende do computador

e n2 & pra valer?

Sim, pois s6 depende do algoritmo

e Queremos resultado que s6 dependa do algoritmo

e “n2" & informacdo valiosa

e mostra evolucao do tempo com n:

AA ‘“in a nutshell”

Problema

Instancias do problema

Tamanho de uma instancia

Algoritmo

Andlise da correcao do algoritmo

Analise do desempenho (velocidades) do algoritmo
Desempenho em funcao do tamanho das instancias
Pior caso

Evolu¢dao do consumo de tempo em fun¢do de n
Independente do computador e da implementacao
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Notacao O: comparacao assintéotica de funcoes

e Comparacdo assintética grosseira de funcdes f(n) e g(n)
Qual das duas cresce mais rapido?

Aula 2 Algo com sabor de f(n) “<" g(n)

Despreze valores pequenos de n: n — 00

Notacdo O Despreze constantes multiplicativas:  100n2 “<” n?

Despreze termos de ordem inferior: n?2410n 4+ 10 “<" 2n2

f(n) e g(n) assintoticamente ndo-negativas Exemplo 1

n2410n = O(n?)

Definicao: Dizemos que f = O(g) se
existem constantes ¢ > 0 e N > 0O tais que
f(n) < c-g(n) paratodon>N

Prova:

e se n > 10 entao nz—l—1On§n2—|—n-n=nQ+nQ=2-n2
Em outras palavras: para todo n suficientemente grande, e resumo: n? + 10n <272 para todo n > 10
f(n) & dominado por um maltiplo de g(n)

Comentarios:
Como adivinhei que 2 e 10 sao bons valores para ¢ e N respectivamente?

e constante = n3o dependende de n Resposta: fiz o seguinte rascunho:

e quero n? 4 10n < ¢n?

e dividindo por n?, quero 1+ 10/n <c
esen>10entdo 1+10/n <2

e parece que basta tomarc¢>2e N > 10

e “f € O(g)' seria mais correto
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Exemplo 2

In+ 9 = O(n?)
Prova:

e se n > 9 entao 9n+9§n-n+n2=2-n2

e resumo: 9n + 9 < 2n2 para todo n > 9

Outra prova:

esen>lentdom+9<9n-n+9-n2=18n2

Exemplo 3

n2 £ O(9n+9)
Nao é verdade! Prova, por contradicao:

e suponha que existem ¢ e N tais que

n2 < c-(9n+9) para todo n > N
e entdo n?2 < c¢-(9n 4+ 9n) = 18¢n para todo n > N
e entdao n < 18¢ para todon > N

e absurdo

Exemplo 4

3n = O(2")

Prova:

e vou mostrar que 3n < 2™ para n > 4

e prova por inducao:
esen=4entdo3n=3-4=12<16=2%=2"
e se n > 4 entdo

3n = 3(n—14+1)
3(n—1)+3
3(n—1)4+3(n—-1)
on—14 on—1 (hipotese de indugdo)
2Tl
Também poderia mostrar que 3n <2-2" paran > 1

Exemplo 5

logon = O(n)
Prova:

e n < 2™ quando n > 1 (como no exemplo anterior)
e log, € crescente

e l0go, logpon < n quando n > 1

a < b se e somente se 2¢ < 2b

logo, m < n implica log, m < log,n
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Nota

Nota
c = 9
N = 2

Nota
c = 18
N = 1
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Nota
n   3n    2^n
0    0       1
1    3       2
2    6       4
3    9       8
4    12     16
5    15     32

Nota
n   2^n
0     1
1     2
2     4
3     8
4     16

Realce


Bases de logaritmos Reprise: algoritmo da ordenacao por insercio

logzn 1 Desempenho de ORDENA-POR-INSERCAO:
e l0gon = = logzn
logz 2 logs 2

e algoritmo consome O(n?) unidades de tempo

e todos os log, qualgquer que seja a base,

N e Nao é verdade que consome O(n) unidades de tempo
estao na mesma order O

e existem instancias que levam o algoritmo a consumir tempo
proporcional a n?

Novo problema/algoritmo: intercalacao

Problema: Rearranjar um vetor em ordem crescente sabendo que
o lado e o lado direito sao crescentes

Aula 3 Sei fazer em O(n?) unidades de tempo

Da pra melhorar?

Problema da intercalacdo (merge)

q r
Mergesort 12244 |55|88[8833|66|77|99]99]99|

T

p q
122[33|44|55|66|77]88]88]99]99]99|

Possiveis valores de p, g e 77
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Nota
lado esquerdo e lado direito ordenados crescentemente

Nota
                p                      q                   q+1                          r
A  =  [.... 22  44  55  88  88                     33  66  77  99  99  99 .....   ]
                                        i                                                      j

A = [ 22  33 44 55 66 77 88 88 99 99 99]
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Algoritmo: Recebe A[p..r] tal que A[p..q] e Alg+1..7] séo : :
crescentes. Rearranja o vetor todo em ordem crescente. 1—j—1

para k < p até r faca
se L[i] < R[j]
entdo A[k] « LJi]
1+—1+1
np«—q—p+1 sendo A[k] < RJ[j]
np<«r—gq J—J+1
crie vetores L[1..n1 + 1] e R[1..ny + 1]
para i < 1 até nq faca L[i] «— Alp+i— 1]
para j < 1 até n, faca R[j] <« Alq =+ j]
Llny + 1] — R[no + 1] — Analise do desempenho:

INTERCALA (A,p,q,7)

e tamanho de insténcia: n:=r—p-+41
e algoritmo consome O(n) unidades de tempo
e iSSO € muito rapido!

Novo problema/algoritmo: Mergesort Desempenho: Quanto tempo MERGE-SORT consome?

Problema: Rearranjar um vetor em ordem crescente . o .
e Tamanho de instancia: n:=r—p+41

Algoritmo: Rearranja A[p..r] em ordem crescente C A
e T'(n) := tempo para pior instdncia de tamanho n
supondo p <r

t jor: T = O(nl
MERGE-SORT (A, p, 1) e Quero cota superior: T'(n) (nlgn)
1 sep<r . .
2 entdo q — |(p+1)/2] eSen>1lentdo T(n) < T( {EJ ) + T( [5-‘ ) + f(n)
MERGE-SORT (A, p, q)
MERGE-SORT (A,q+ 1,7)

sendo f(n) &€ consumo de tempo de INTERCALA: f(n) = O(n)
INTERCALA (A, p,q,7)

e VVamos provar que T'(n) = O(nlgn)
Método de divisao e conquista

Segredo da velocidade do MERGE-SORT: INTERCALA é rapido Notacao: lgn :=1ogon € Inn:=10g.n

27



Nota
(1) Fase de Dividir: Divide o problema em subproblemas.
É basicamente a linha 2.
O inteiro q marca a posição do "meio" do vetor original.


Nota
Algoritmo de Divisão e Conquista
(1) Dividir, (2) Conquistar e (3) Combinar.


Nota
(2) Fase de Conquistar: Conquistar os subproblemas resolvendo-os recursivamente.

Linhas 3 e 4. Ordena a 1o metade recursivamente, depois a 2o metade recursivamente


Nota
(3) Fase de Combinar: Combinar as soluções dos subproblemas para obter uma solução do problema original.

Linha 5. É o que faz o Algoritmo Intercala.


Nota
Na próxima aula.

Nota
          p                  q                            r
A = [ 22 33 44 55 66 77 88 88 99 99 99]
                                                             k

L = [22  44  55  88  88  inf]                     R = [ 33  66  77  99  99  99  inf ]
                                       i                                                     j





Nota
Exemplo:
         1 2 3 4 5 6 7 8
A = [ 8 7 6 5 4 3 2 1 ] 

------------->      8 7 6 5               e             4 3 2 1
------------->   8 7   e   6 5           e           4 3   e  2 1
------------->   7 8   e   5 6           e           3 4   e  1 2
------------->       5 6 7 8              e              1 2 3 4
------------->                        1 2 3 4 5 6 7 8


Nota
Ver vídeo com a execução:
youtube.com/watch?v=ZRPoEKHXTJg
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Novo problema/algoritmo: Mergesort

Problema: Rearranjar um vetor em ordem crescente

Algoritmo: Rearranja A[p..r] em ordem crescente, supondo p <r

Aula 4
MERGE-SORT (A, p,r)
1 sep<r

Analise do Mergesort 2 entdo g« [(p+1)/2]
MERGE-SORT (A4, p, q)

MERGE-SORT (A4,q+ 1,7)
_ . INTERCALA (A, p,q,7)
Solucao de recorréncias

Desempenho: Quanto tempo MERGE-SORT consome?
e Tamanho de instancia: n:=r—p+1

e T'(n) := tempo de pior instancia de tamanho n
e VVou mostrar que T'(n) = O(nlgn)

MERGE-SORT (A, p,r) Exemplo: solucao de recorréncia

1 sep<r
2 entdo g« [(p+1r)/2] Recorréncia semelhante a do Mergesort:
3 MERGE-SORT (A4, p, q)

3 sen=1
4 MERGE-SORT (A4,q+ 1,7) T(n) =
5 INTERCALA (A, p,q,7) T([n/2]) + T([n/2]) +10n  sen=2,3,4,,...

Recorréncia define funcdao T sobre inteiros positivos:

a sen=1 T(n)
T([n/2]) +T(|n/2]) 4+ f(n) sen=2,3,4,5,... 3 3
3+3+10-2 26

a € o consumo de tempo da linha 1 3+26+10-3 59

) _ _ 26426+ 10-4 92
f(n) & o consumo de INTERCALA mais o das linhas 1 e 2 26 +594+10-5 135

T(n) < {

Queremos uma "férmula fechada” para T'(n) Quero férmula fechada T'(n) = ---
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Nao sei dar uma férmula fechada. . .

Vou comecgar tentando algo mais simples: somente poténcias de 2

3 sen=1
2S8(%)+10n sen=21,2223 .

S(n) = {

Foérmula fechada: S(n) =10nlgn + 3n

Prova?

Lembrete: Ign :=10g>n

Teorema: S(n) =10nlgn+3n para n =292 22 23
Prova, por inducao:

e Base: sen=1 entdo S(n) =3 =10nlgn+ 3n

e Passo: se n > 1 entdo
S(n) = 25(3)+10n
2 (10%|g 5+ 3%) + 10n (hipdtese de inducao)
10n(lgn —1)+3n+ 10n
10nlgn —10n+3n+ 10n
10nlgn + 3n

Resposta mais grosseira: S(n) = O(nlgn)

Prova: ...

Como adivinhei a formula “10nlgn + 3n"?

Desenrolei a recorréncia:
S(n) = 258(n/2)+10n

4S(n/4)+20n
8S(n/8) +30n

nS(1)+10Ilgnn
3n+10nlgn




De volta ao desempenho do Mergesort

Resolva a recorréncia

n sen=1

T(n) < T( [ganT(bJ) + O(n) R(n) = {gR(%)+bn se n=21,2223 .

Solugdo: R(n) =bnlgn+an

Diferencas em relacao ao exemplo anterior: Prova, por inducio:

e “<" no lugar de =" e Base: sen=1entdo R(n) =aebnlgn+an=a
e []el] e Passo: se n > 1 entdo

e “1,2,3 4,5 ... no lugar de “20 21 22 23 R(n) = 2R(%)+bn

e “O(n)" no lugar de “f(n)"” 5 (b%lg%-i—a%) +bn
Apesar dessas diferencas, CLRS (sec.4.3 p.73—-75) garante que bn(lgn—1)+an+bn
bnlgn—bn-+an-+bn
bnlgn+an

T(n) =0(nlgn)

Exercicio
a sen=1

O algoritmo supde n > 1 e devolve o valor de um elemento T(n) < { T(n—1)+b sen=2,3,4,5,...
maximo de A[l..n]

sendo a e b constantes
MAX (A,n)
1 sen=1
2 entdo devolva A[1] Teorema: T(n) < a+ b(n — 1) para todo inteiro positivo n
3 sendo z «— MAX (A,n — 1)
4 se xz > Aln] Prova: ...
5 entdo devolva z

6 sendo devolva A[n]
Colorario: T(n) = O(n)
Analise do desempenho:

. A . Prova: ...
e tamanho de instancia: n

e T(n): tempo de pior caso para instancia de tamanho n




